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ЧИСЛЕННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА 
ВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО ДЕФОРМ ИРОВАНИЯ  
ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ
Предлагается численный метод расчета осесиммет­
ричного деформирования вязкопластической оболочки вращения 
с произвольным видом меридиана на основе вариационного 
принципа Илыошйна-Прагера [1, 2].
Рассмотрим оболочку, выполненную из материала, свойст-, 
ва которого описываются зависимостью [1]:
где îj Sijf — 2
1Q4
k — предел текучести при сдвиге; - 
)-| — коэффициент вязкости. '
Д л я  таких материалов справедлив вариационный принцин 
Ильюшина-Прагера, согласно которому из всех кинематически 
допустимых полей скоростей деформаций истинное поле скорос­
тей дает мини.мум следующему функционалу;
/  =  f (2у; г  +  k ] 3  Г  ) d V — \ V. dS  — f А,. v ,d V ,
V “ “ S  V ■ ( 1)
где ti, Xi—-поверхностные и массовые силы, Vi — перемеще­
ния. .
Предположим, что выполняются гипотезы Кйрхгофа-Лява
Sj =  е +  ж Z; Eg =  8 +  Xg Z.
1 ' ■ г» I . -
Введем следующим обозначения;
я =  х[ +  Z j X g Ь =  г° (xj +  2x-i) +  (xj +  2xj);
C =  +  +
тогда
Переходя в (1) к повторным интегралам, по сферическим 
координатам ф, 0 , г, получим ,(рис. 1):
7  =  2тт J F R g  sin. 9  d V — I X, Vi d V —
n  ■ V
■2tc1 / j q  R^Ra sin ф.с/ф,-
где
4a
(4ac — b^) k 
' 8a V o
in
ah +  b +  2 V a  V l \ (hl2)
+  -П




a Ru  Rg-—главные радиусы кривизны срединной поверхности 
оболочки. - • , .
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Условием кинематической допустимости обобщенных скорос­
тей деформаций являются граничные усло'вия, наложенные на 




АВ - df Ri
А да. Ri А d f
y-i ■ 1АВ
1 dw дВ (2)
где А, Е  — коэффициенты первой квадратичной формы средин­
ной поверхности оболочки, и, ш — меридиональное и нормаль-, 
ное перемещения.
Д л я  численного решения задачи меридиан разбив'ается на 
равные отрезки, характеризуемые изменением угла Аф, а интег­
рал заменяется суммой по одной из квадратурных формул, н а ­
пример, по формуле Симпсона. Заменяя производные в каждом 
узле конечно-разностными выражениями, получим в итоге, что /
является функцией скоростей перемещений в узлах сетки щ, wi. 
Истинными перемещениями являются те, которые минимизиру-
;’ют функционал /(«,:, Wt)- Таким образом, задача-свелась  к ми­
нимизации функции многих переменных при ограничениях, вы­
текающих из граничных условий и соотношений (2).
В качестве примера рассмотрим деформирование круглой 
свободно опертой пластуны, находящейся под действием равно­
мерно распределенного давления интенсивностью р .  В этом слу­
чае варьируемый функционал принимает вид
:2и } { +
О
+  - у  кЬА ) / а — р т )  г dr, (3)
где R —радиус пластины, 
г — текущий радиус.




. Рис .  2
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Дополнительными условиями будут
- ■ ■ I dw
d P  ’ у  d r  ’
w { R ) = 0 ]  Xi{R) =  - 2 x i { R ) .  (4)
Требуется найти распределение прогибов w, приносящее 
минимум функционалу (3) при ограничениях (4).  В безразмер­
ном виде задача запишется следующим образом: найти
m m 2 z : R ^ k \ \ r i g - i k g k i k i  +  3  +  ' .0 L о/г 1
Н+  -J- Y k ‘ +  k^ki ф  R  —  qv X dx
при дополнительных условиях
и и  , f i  dv
к  = — Л Того--; «3 =dx^ ’ X dx ’
, ц ( 1 ) = 0 ;  к ( 1 )  =  - 2 к ( 1 ) ,  - .
где ' -
k i — y-ih’, k i — X i h  H  =  hlR] 
x = r / R ]  v ~ w l R \ '  q =  plk.
После приведения к дискретному виду задача решалась ча 
ЭЦВМ  БЭСМ-4 с использованием стандартной процедуры ми­
нимизации функции многих переменных. Расчет производился 
при значении безразмерной нагрузки, равйом 10. Сравнение 
результатов счета с прогибами, полученными в [3], указывает 
на эффективность рассмотренного численного метода.
На рис. 2 сплошной линией изображены прогибы, полученные 
в [3], точками—прогибы, полученные предложенным методом.
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